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RESUMEN

Usando una funciéon de bienestar social del tipo Bergson-
Samuelson mostramos que una asignacion a costo marginal
(basada en el segundo principio de Wardrop), pese a minimizar
los costos totales del sistema, podria reducir el bienestar social
respecto al equilibrio de mercado (asignacion basada en el primer
principio de Wardrop). Presentamos también un enfoque de
asignacion de trafico basado en la maximizacion del bienestar
social (definido a la Bergson-Samuelson). Cuando las funciones
de utilidad de los viajeros son lineales, la asignaciéon que
maximiza el bienestar social es equivalente a la asignacion a
costos marginales que minimiza costo total del sistema, pero
cuando los individuos presentan utilidades no lineales
(tradicionalmente concavas debido a los axiomas de no saciedad y
de rendimientos decrecientes), ambas diferentes. Mostramos que
debido al efecto de la concavidad en las funciones de utilidad
individuales, la asignacién producto de maximizar el bienestar
social debiera ser menos resistido por los usuarios que una
asignacion a minimo costo total del sistema. Finalmente
demostramos que cuando las funciones de costo de los arcos son
lineales, y los costos a flujo libre entre las distintas rutas usadas
son iguales, el equilibrio de mercado es simultaneamente el que
obtiene los menores costos totales del sistema.

ABSTRACT

Using a Bergson-Samuelson welfare function it is demonstrated
that a marginal cost traffic flow assignment following Wardrop’s
second principle, although it minimizes the total cost of a
transport network, may reduce social welfare compared to the
market equilibrium assignment based on Wardrop’s first
principle. A welfare-maximizing assignment model is presented
and used to show that if the travellers’ utility functions are linear,
the assignment that maximizes social welfare will be the same as
the assignment that minimizes total network cost, but if users’
utility functions are non-linear (reflecting the traditional non-
satiation and diminishing marginal utility axioms), the two
assignments will be different. It is further shown that the effects
of this non-linearity are such that a welfare-maximizing
assignment will meet with less user resistance than a minimum
total network cost assignment. Finally, it is demonstrated that
when the cost functions of the network routes are linear and the
free-flow (non-congestion) costs of the different routes are equal,
the market equilibrium assignment will be the one with the lowest
total network costs.
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1. INTRODUCCION

El segundo principio de Wardop (Wardrop, 1952) ha sido
considerado, durante décadas, el paradigma que debiera regir el
patron de flujos vehiculares dentro de una red vial congestionada,
si lo que se desea es obtener un uso eficiente del costo o tiempo
total agregado empleado por todos los usuarios para realizar sus
viajes. Este criterio consiste en asignar los vehiculos de tal forma
de que el costo total de la red sea el minimo, y por lo tanto
debiera ser preferible al equilibrio de mercado o de usuarios,
también conocido como primer principio de Wardrop (Wardrop,
1952) en que cada usuario escoge su ruta en forma independiente
de los demas minimizando su costo individual. La asignacion
basada en el segundo principio de Wardrop, también conocida
como socialmente 6ptima, establece que los conductores cooperan
unos con otros, en algunos casos sacrificando su propio beneficio
a fin de reducir el costo o tiempo total de la red. Ambas
asignaciones se establecen en funcion de los costos enfrentados
por los usuarios en la red y no por el bienestar que ello les causa.

Bell and lida (1997) muestran que si cada viajero maximiza
unilateralmente su funcion de utilidad al momento de seleccionar
una ruta sobre la red, en forma independiente de los demas
viajeros, se obtendra el equilibrio de Mercado basado en el primer
principio de Wardrop. Es decir, la minimizaciéon de costos
individuales de los viajeros genera el mismo equilibrio de
mercado que la maximizacion de la utilidad individual. Sin
embargo, esta equivalencia no necesariamente se cumple a nivel
de una planificacion centralizada que busque minimizar los costos
totales del sistema respecto a una planificacion centralizada que
busque maximizar el bienestar social a nivel agregado. Este
ultimo punto representa la hipdtesis central de nuestro trabajo: es
posible que una asignacion a costo marginal reduzca el nivel de
bienestar social respecto a un equilibrio de mercado.

En efecto, en este trabajo mostramos que, cuando los
viajeros presentan funciones de utilidad tradicionales (crecientes
pero con utilidad marginal decreciente, y en general funciones de
utilidad no lineal), una asignacion de trafico basada en el segundo
principio de Wardrop podria generar una reduccion en la funcion
de bienestar social, a pesar de que los costos totales del sistema
sean menores. Esto se explica basicamente porque moverse de un
equilibrio de mercado a una asignaciéon de minimo costo total
implica una reasignacion de recursos que favorece a determinados
viajeros pero perjudica a otros. Si consideramos el bienestar
social como la suma de las utilidades de los individuos (Bergson,
1938; Samuelson, 1956; Boadway and Bruce, 1984), la no
linealidad presente en las utilidades individuales producto de los
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axiomas de no saciedad y de rendimientos decrecientes en el
consumo, podria implicar que la pérdida de bienestar de los
usuarios perjudicados fuese mayor que el aumento de bienestar de
los usuarios favorecidos. Es decir, pese a que el tiempo total
exigido para los viajes debiera ser menor bajo el segundo
principio de Wardrop, el bienestar del conjunto de viajeros de la
red podria verse reducido.

De acuerdo a Easa (1991), la asignacién de trafico is “the
process of allocating a set of present or future trip interchanges,
known as origin-destination (OD) demands, to a specified
transportation network”. Los resultados de una asignacion de
trafico contribuyen a la decision de muchos procesos de
planificacion y diseflo de sistemas de transporte, como la
evaluacion de escenarios para diferentes proyectos de
infraestructura, andlisis del impacto ambiental, disefio y
tarificacion de autopistas. Luego, el criterio de asignaciéon a
considerar puede repercutir en las decisiones que tomen las
autoridades y planificadores del transporte, que finalmente
incidiran en el nivel de bienestar de los viajeros del sistema, que
debiera finalmente representar el objetivo del planificador central.

De hecho, por la simplicidad que significa, el desarrollo de
muchas metodologias para el estudio de mecanismos de
tarificacion vial (Arnott and Small, 1994; Button and Verhoef,
1998; Yang y Meng, 2002; Verhoef, 2002; Shepherd and Sumalee
, 2004; Santos, 2004; Yanga et al, 2010), disefio de redes de
transporte y problemas de optimizacion bi-nivel (Marcotte, 1983;
Newbery, 1989; Yang y Bell, 1998; Brotcorne et al, 2001; Mun et
al, 2003; Koh et al, 2009), regulacion de mercados de transporte
(Smith,1979; Small, 1992; Small and Gémez-Ibaiez, 1998; Parry,
2002), entre otros, han considerado acercarse a una asignacion
basada en el segundo principio de Wardrop como objetivo
principal.

En la seccion 2 presentamos un modelo simple para una red
pequefia que permite entender graficamente la pérdida de
bienestar social que puede generarse al movernos de un equilibrio
de mercado a una asignacion a costo marginal o de minimo costo
total. En la seccién 3 presentamos un problema de optimizacion
equivalente de asignacion de trafico que se basa en maximizar el
bienestar social a la Bergson-Samuelson en lugar de minimizar el
costo total; analizamos sus condiciones de optimalidad y las
comparamos con las del segundo principio de Wardrop.
Finalmente, en la seccion 4 se presenta un resumen Yy
conclusiones del trabajo realizado.

2.  FORMULACION DEL MODELO PARA UNA RED SIMPLE
2.1 Descripcion de la Red y Equilibrio

Consideremos un ejemplo simple con viajeros homogéneos (e.g.
todos los viajeros son idénticos), con funciones de costo lineales,

y que se asignan en una red en la que existe s6lo un par origen-
destino con so6lo dos rutas alternativas:

Calfa) = o + Bifo

F F
© (D—

clfs) = ay + Bufs
FIGURA 1: Ejemplo Simple de Red Vial
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De la Figura 1 observamos que el flujo total de viajeros entre
el origen (O) y el destino (D) es F, donde f, + f;, = F. Los costos
medios sobre cada arco son lineales respecto al flujo propio. Los
parametros «a, y «, representan los costos a flujo libre de cada
arco y los parametros S, y [, representan el efecto marginal del
flujo sobre el costo del arco.

El equilibrio basado en el primer principio de Wardrop (o
equilibrio de mercado) para la red expuesta en la Figura 1 se
obtiene igualando los costos medios y agregando la restriccion de
conservacion de flujos (Beckmann et al, 1956):

Ca(ﬁi):cb(ﬁ))—)aa+ﬂaf;z:ab+ﬂbf;7 (1)
Jot 1, =F @

Suponiendo que en el equilibrio ambas rutas llevaran flujo
(excluyendo una solucion de borde), la solucion del problema (1)

y (2)es:
po\@—a )t BE | fT=F- ) 3)
’ B+ b,
Por otra parte, una asignacion basada en el segundo principio
de Wardrop, que considera la minimizacion de los costos totales

sobre la red, se obtiene igualando los costos marginales, ademas
de la restriccion de conservacion de flujos:

o(e,(£)-1) _3la()-1)
o, %,
Jot 1, =F Q)
Considerando flujos positivos, la solucion del problema (4) y
(5)es:
(@) 2B
‘ 2 (ﬂa + 5, )
La solucién (6) se caracteriza porque genera costos totales

inferiores a los costos generados por la solucion (3). A la solucion
(6) se le denomina asignacion optima del sistema (SOA).

—>a,+2B,f,=a,+2B,f, “4)

o

1 =F-1, (6)

2.2 Funcién de Utilidad de los Viajeros y Funcién de Bienestar
Social

Consideremos que cada viajero i del sistema tiene una funcion de
utilidad U( gi), donde g; es la cantidad que se consume de un

bien. Las funciones de utilidad son crecientes (axioma de no
saciedad) a tasa decreciente en el consumo del bien (axioma de

rendimientos decrecientes), es decir: U S0 Y 62l2/ <0 lo que

g, 0g;
representa que el bien es deseable, pero esta sujeto al efecto de
saturacion.

Para el estudio de las asignaciones de flujos vamos a
considerar como unico bien el tiempo disponible. Definimos
g =t—c> donde ¢; es el tiempo total disponible del individuo i

(por ejemplo, 24 horas al dia), y ¢; es el tiempo de transporte del
individuo i. Luego, g; representa el tiempo libre que dispone el
individuo.

En el ejemplo de la Figura 1 se presenta el bienestar social
que se genera para el total de los individuos en funcion del tiempo
libre g,=t—c,» Y g, =t—c,» cOn que cuentan quienes usan el

arco a y b respectivamente a través de curvas iso-bienestar
(Samuelson, 1956).

Una Nota sobre la Maximizacion del Bienestar Social en Redes de Transporte



INGENIERIA DE TRANSPORTE Vol. 16, N° 01: 9-16

El modelo supone que los individuos son homogéneos: la
utilidad de los viajeros del arco a sera U,=U ( ga) y la de los

viajeros del arco b sera U,=U ( gb) .

Es interesante notar que si cada viajero maximizara
unilateralmente su funcién de utilidad al momento de seleccionar
una ruta sobre la red, en forma independiente de los demas
viajeros, se obtendria el equilibrio de mercado basado en el
primer principio de Wardrop (Bell and lida, 1997). Es decir, la
minimizacion de costos individuales de los viajeros genera el
mismo equilibrio de Mercado que la maximizacion de la utilidad
individual.

Sin embargo, esta equivalencia a nivel individual no
necesariamente se traspasa a nivel de planificacion central. Es
decir, la minimizacion de costos totales del sistema puede llevar a
resultados diferentes respecto a una maximizacién del bienestar
social basado en las utilidades de los individuos.

Para analizar este ultimo punto, consideremos una funcion de
bienestar social como las descritas en Bergson (1938), Samuelson
(1956) y Boadway y Bruce (1984):

W(U,U,,...U,)=> AU, (7
i=l

en que W corresponde al bienestar social, U; es la utilidad del
individuo 7, y 4; es la importancia relativa de cada individuo.

Asumiendo que todos los individuos son igualmente
importantes ( A( i) =1, v,') , y considerando el ejemplo de la Figura

1, podemos definir la siguiente funcion de bienestar social:
W= 1U,=1,Ulg)+/,U(g)=1,U+fU, ®)

A partir de (8) podemos graficar una curva de iso-bienestar
social sobre los ejes conformados por las variables g, y g,. Dado
que los flujos f, y f, dependen de los costos ¢, y ¢
respectivamente, y que g =¢—c,, los flujos f, y f, se pueden
expresar en funcion de g, y g, respectivamente. Especificamente,
tenemos que 1 _l-g.-a,y 7 i

Jb

‘ B, B,

Luego, (8) la podemos escribir como:
t-g,—a, t—gb—ab]

W= —=e— U, +| —2—2|U, ©9)
( ﬂa ] ( ﬂb ’

La curva de iso-bienestar social (para un determinado valor
de W) que se obtiene de (8) satisface la siguiente condicion:

og, og, 0g,

b

dW:[aaf Ua+aU” f",]dga+[abeb+an f;]dgb:O (10)
&a

2.3 Estatica Comparativa de Equilibrios

Para un equilibrio de mercado (primer principio de
Wardrop), se tendra que ¢, = ¢; y por lo tanto
A
&»

an

Por otra parte, el conjunto de soluciones factibles para los
flujos queda determinado por f, + f, = F. Considerando que
f = 1-8,7% vy [ _1-8-9%, el conjunto de soluciones
o B ’ B,
factibles en términos de g, y g, queda representado por la
siguiente ecuacion:

L. de Grande, JC. Muiioz y R. Troncoso
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B+ B, B, A,
s.-{25raealf)5( ) @
_ v _ o | B, es decir se debe cumplir g, __ b (13)
g. =K gb(ﬁbj dg, P,

Luego, la interseccion de las rectas definidas por (11) y por
(13) da como resultado el equilibrio de mercado (primer principio
de Wardrop). En la Figura 2 se grafica este equilibrio

(punto 4) y se muestra la curva de iso-bienestar social
correspondiente, .

Por otra parte, para una asignacion 6ptima que minimiza los
costos totales del sistema (segundo principio de Wardrop), se
tendréa que o(c, () 1) _ oy (£,) 1)

v, %,

En este caso, y producto de igualar los costos marginales de

ambas rutas ya definidos en la expresion (4) se obtiene la

siguiente relacion expresada en términos de los tiempos
disponibles para el usuario:

a,-a
ga{ . "j+gb (14

2

Luego, la interseccion de las rectas definidas por (14) y por
(13) da como resultado la asignacion optimo social del sistema
(segundo principio de Wardrop).

Es interesante notar que esta ultima recta  _ [ab —a, ] +g
a b

es un desplazamiento paralelo de la recta definida por la ecuacion
(11). Suponiendo que a,>a,- la recta g, = [ab —a, j +g, estd

desplazada hacia la derecha respecto a la recta 8. _; si en

&»
cambio ¢ < g, , la recta estard desplazada hacia la izquierda. Por
« <

otra parte, si ¢ =gq,, se tendrd que el equilibrio de Mercado
=%
coincidira con la asignacion de dptimo social del sistema.

Suponiendo que ¢ > g, consideremos primero un despla-
zamiento pequefio de la recta  _( % — &, , es decir, que
8. = +&
2
a, es solo un poco mayor que ;. Esto genera la asignacion del
punto B que se grafica en la Figura 2:

A

o, —a
ga B ga :( b a j_,’_gb
ga _gbll" ,//‘ 2

S wt
= = we wH
/ BB

&

FIGURA 2: Bienestar Social y Asignacion a Costos Marginales
(segundo principio de Wardrop)
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Por lo tanto, se observa en este caso que una asignacion a
costo minimo (punto B) genera un aumento en la funcién de
bienestar de los viajeros (WB > WA). Sin embargo, si o < @, una

a

asignacion a costo minimo (punto C) genera una reduccion en la
funcion de bienestar de los viajeros (W© > W)
Incluso manteniendo el supuesto de que ¢ >a, si a, es
a h

mucho mayor que ¢, obtendriamos la asignacion a costo minimo
del punto D que se grafica en la Figura 3 en que nuevamente una
asignacion a costo minimo del sistema genera una reduccion en la
funcion de bienestar de los viajeros (W2 < ™).

o, —Qa
g, gﬁ( : “j+gb
ga:gb'/ ‘

2

= w
D\ \\\WD
(ﬂu/ﬂh \\‘*\\
8

FIGURA 3: Bienestar Social y Asignacion a Costos Marginales
(segundo principio de Wardrop)

2.4 Asignacién que Maximiza el Bienestar Social

De acuerdo a la expresion (10):

( f;) l Yb b f;?]
aga

5 5
e as)
(o U,
%, " o, "

Por otra parte, se debe satisfacer la condicion (13) por lo que
la condicién de optimalidad para obtener flujos que maximicen el
bienestar social es:

of, ou,
Uh b
5 ( o8, ]

_ og, og, (16)
o (dy V.,
og,  og, "

A partir de las ecuaciones (16) y (13) es posible obtener las
soluciones g; y g;: que maximizan la funcién de bienestar social

(notar que a partir de g: y g; podemos obtener directamente los

. . * . . .
flujos correspondientes f 'y fb* que maximizan el bienestar

social). Esta tltima solucion se representa en el punto £ de la
figura 4:
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~< . wA
{/fu//f;‘“\\
& g,

FIGURA 4: Asignacion que Maximiza el Bienestar Social

*|
v

Es importante notar que el punto E es diferente al punto B de
la Figura 2.

Para que en este ejemplo un equilibrio de mercado sea
equivalente a una asignacion que maximiza el bienestar social (es
decir, para que el punto E de la Figura 4 coincida con el punto 4),
tendria que cumplirse simultaneamente la condicién de
optimalidad (16) y que g, =g, En el Anexo A se presenta un

ejemplo numérico para la red de la Figura 1, en el que se compara
la asignacion que minimiza el tiempo total con la que maximiza el
bienestar total.

Por otra parte, si los individuos presentaran funciones de
utilidad lineales, como por ejemplo de la forma U, =5 + pg, (P>

0), de la condicion de optimalidad (16) se obtendria:

;1 i-g,-a,
4 [ﬁb(fﬁpgb)w(ﬁb D

& [_l(ﬂ+pgu)+p{t_g”_a"n

ﬁa ﬁa
_B.(p(t-g,—a,)-(n+pg,)) (1n
B, (p(t-g,—a,)—(n1+pg.))
p(t-g,—a,)-(n+pg,)=p(t-g,-a,)-(n+pre,) (18)
g, {%}gb (19)

La expresion (19) es igual a (14), la cual representa la
asignacion a costos marginales que minimiza el costo total del
sistema. Por lo tanto, cuando los individuos presentan una funcion
de utilidad lineal, la asignacion que minimiza el costo total del
sistema es equivalente a la asignacion que maximiza la funcion de
bienestar de los individuos.

3. ASIGNACION BASADA EN LA MAXIMIZACION DEL
BIENESTAR SOCIAL

3.1 Problema de Minimizacién del Costo Total

La formulacion de los problemas de asignacion basada en la
minimizacion del costo total y en la maximizacion de la funcion
de bienestar social presentados en esta seccion seran consistentes
con la nomenclatura planteada en Nagurney (2000). El problema
de optimizacion que entrega el minimo costo del sistema, y

Una Nota sobre la Maximizacion del Bienestar Social en Redes de Transporte



INGENIERIA DE TRANSPORTE Vol. 16, N° 01: 9-16

suponiendo que el costo de un arco ¢, es funcion sélo del flujo en
el propio arco (f;) y que ademas ese costo es positivo y creciente
con el flujo, esta dado por:

mln C= ZC (20)
acd
s.a.:
=1, (4,) YweW @n
peh,
f=>3 65 n Vacd (22)
welW peP,
h)>0 VpeP,, VYwelW (23)

¢,4: costo en el arco a.
fa: flujo en el arco a.

5apz parametro que toma el valor 1 si el arco a pertenece a la ruta
p ,y cero sino.

h, : flujo en la ruta p entre el par w.
T,,: numero de viajes (demanda fija) entre el par origen-destino w.
P,,: conjunto de rutas entre el par origen-destino w.
W: conjunto de pares origen-destino del sistema.
A: conjunto de arcos de la red vial.
¢, =2 ()8

El costo total de la ruta p se define como aed
Luego, es posible escribir la funciéon objetivo del problema (20)
en funcion de los costos en las rutas (Nagurney, 2000):

mln c=Y>cr=>%Cc (24)
{ welW peP, welW peP,

La condicion de optimalidad de primer orden de este problema
(24) es la siguiente:

v =g YR >0
6pr H,> Vh, 25)
on! >, VA =0
donde 6@;’ _ ac, . c denota el costo marginal de una unidad

oh, on "7
adicional de flujo en la ruta p entre el par w. En la ecuacién (25),
el parametro 4, corresponde al multiplicador de Lagrange
asociado a cada restriccion (21) y representa el aumento del costo
total del sistema C si la demanda en el par w aumentara en una

unidad, por lo que se debe cumplir que U _ocC € o
" 6T

El lado izquierdo de la condicion de optimalidad (25) se
puede reescribir como:
oc, ocC, o (

W

ohy oh) " €= oh,

e, apjh: +C, =

aed

26
LA €6
e afa ahw p |"p P
€ _[s%s e @7
ah; aed af ? ?

acd af

términos de costos que se produce en la ruta p al aumentar el flujo
de dicha ruta. Por lo tanto, la asignacion definida por (25) y (27)
iguala la suma de los costos y sus externalidades asociadas para
todas las rutas usadas en cada par.

La expresion [z ac, s, ] R representa la externalidad en

L. de Grande, JC. Muiioz y R. Troncoso
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3.2 Problema de Maximizacién del Bienestar Social

Por otra parte, el problema de optimizacion que entrega el mayor
bienestar social de acuerdo al criterio de funcion de bienestar
definido por Bergson (1938), Samuelson (1956), y Boadway y
Bruce (1984), se puede escribir de la siguiente forma:

n{lax w=>>SUnr=>>0" (28)

welW peP, welW peP,
donde U,es la utilidad percibida por los usuarios de la ruta
p entre el par w, y U;V =U,hy es la utilidad o bienestar total de

los viajeros de la ruta p entre el par w. Considerando usuarios
homogéneos, la funcion de utilidad se puede escribir como

U,=U(g,):

La condicion de optimalidad del problema (28) es la
siguiente:
00;” =]/W,Vh;/ >0 (29)
oh, |<y,,Yh) =0

donde ﬂ _ 8& [y denota la utilidad marginal de la
oh, ony "

utilidad o bienestar total de los viajeros de la ruta p entre el par w.
En la ecuacion (29), el parametro y, representa la reduccion del
bienestar total del sistema W si la demanda en el par w aumenta
en una unidad; el signo de y, dependera del nivel de congestion
de las rutas.

Las condiciones de optimalidad (29) y (25) en general
produciran asignaciones diferentes de los flujos sobre las rutas
(ver ejemplo de la seccion 2).

Considerando que (]; =U,h)> de (29) obtenemos:

ou, .. {: S (30)
on, " "<y, VR =0

Aplicando la regla de la cadena sobre (30) llegamos a:
0U, 8C, . {z S (31
oc, an " <y 00 =0

ouU, 620‘,(5@@,)}1 v, [25 oc, &, Jh_
e -

oc, ow " ac, | of, oh

ou, ac, ||, (32)
, {2(5 7, H"

La expresion oc, B = Z 5 ac, p €S la misma que
on; "o, )|

acd

aparece en (27). La expresion v, :78Up es el negativo de la
ac, og,

utilidad marginal del ingreso. La presencia del término U, enla
oC

P
ecuacion (31) equivale a incorporar una ponderacion a la

externalidad an e
ohy "
La interpretacion econdémica de la expresion (30)-(31) es
diferente a la de la expresion (25)-(27). Mientras en (25)-(27) la

condicion de optimalidad incluye las externalidades de los arcos
de las rutas utilizadas (independiente del costo a flujo libre), en
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(30)-(31) las externalidades son ponderadas por la utilidad
marginal del ingreso. Dado que hemos supuesto funciones de
utilidad tradicionales sujetas a los axiomas de no saciedad y

rendimientos decrecientes, esto es 8U S0y 2 o U

8gp Gg;
que las rutas que tengan mayor costo individual en la asignacion
optima de sistema quedaran multiplicadas por una utilidad
marginal del tiempo disponible mayor en (36) que aquéllas rutas
en que el tiempo individual demandado sea menor.

Asi, es esperable que la asignaciéon de maximo bienestar
reduzca el flujo por las primeras rutas (de mayor costo individual)
y aumente el flujo por las Gltimas (de menor costo individual). En
ese sentido, es posible argumentar que la nueva asignacion basada
en maximizar el bienestar social a la Bergson-Samuelson sera
menos resistida por los usuarios que la asignacion optima de
sistema basada en el segundo principio de Wardrop.

<05 tendra

4. ALGUNAS PROPIEDADES PARA LAS UNCIONES DE
COSTO LINEAL

4.1 Red Simple con Costos Lineales

Para el ejemplo de la seccion 2, la condicion (25) resultaria
de la siguiente forma:

%f;z+c¢z=%?f;7+cb (33)
a b
ac oc 4 ., —a
Dado que %, _ B, y 9% _ B, ademas de que f =% y
6];1 af;? ﬁa
f = ¢ — 9, , si reemplazamos en (33) obtenemos:
b
5,
e R e SR RS I
B, B,

Como bajo el equilibrio de mercado ¢ =¢,, se deberd cumplir
que g =gq,. Por lo tanto, si los costos fijos entre las rutas

alternativas son iguales, el equilibrio de mercado llevara a una
asignacion que minimiza el tiempo total de la red.

4.2 Red General con Costos Lineales

Es posible generalizar el resultado de la seccion 4.1 para
redes con costos lineales y tiempos a flujo libre de las rutas
usadas iguales. Esto se obtiene facilmente a partir de la condicion
de optimalidad (25), que establece que:

acy oCy
L0 (pag)e Pkt > 0,5 >0 33)

w?

on'  on”
Considerando que ac,y _ z a(ca 'ﬁ) 5 se obtiene:
o, =oof,
oo ~Y(eo, )+ X Sera,| O
oh, i & e D1
Dado que ¢, =5 Y que f = ¢, — @, ,laecuacion (36) se reduce
., B,
a:
8C“ -
o~ 20 ZA( (caﬂansap] (37)
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ac -

G2 (w) (38)
Imponiendo la condicion (35) resulta:

aCy aCr 39

ahg‘ = ah} éch—g(aaaap) 2¢, —g‘(aa&aq) (39)

Luego, si los costos a flujo libre de las rutas usadas entre el

par w son los mismos [Z(a5 ) Z(a5 )], de (39) se
a~aq
eAd

a~ap
obtiene que:

Cr=Cr, Y(p.q)eP,,h!>0,h">0 (40)

Por lo tanto, considerando funciones de costo lineales en los
arcos, se demuestra que la asignacion generada por el equilibrio
de mercado (primer principio de Wardop) es consistente con una
asignacion a costos marginales que minimice el costo total del
sistema (Segundo principio de Wardrop), siempre que los costos a
flujo libre de las rutas usadas sean los mismos.

Finalmente, podemos indicar también que las condiciones de
optimalidad (29) y (25) seran equivalentes, independiente del tipo
de funcién de costos sobre los arcos, si los viajeros presentan
funciones de utilidad lineales. De hecho, si U,=n+pg, (p>0)

es facil demostrar que, si todos los individuos son iguales y tienen
el mismo tiempo total disponible, se cumplira que:

PRIV ALSOD TIPS
LU =X p R X (T —Cp)h:' (42)
ZZUphX— P LT, =P 2.Chy “3)

Dado que (n+ pT)ZTH, es constante y p> 0, se tendra que

maxZZUph[‘f :minzchh: )
w P w7

5. CONCLUSIONES

Muchos procesos de planificacion de sistemas de transporte
urbano han desarrollado metodologias cuyo objetivo es optimizar
el uso de recursos, basandose para ello en criterios como el que
establece el segundo principio de Wardrop, el cual consiste en
asignar flujos o disefiar redes de transporte de tal forma que se
minimice el costo total de los viajeros sobre la red. Sin embargo,
los resultados pueden diferir si en lugar de minimizar el costo
total del sistema el objetivo fuese maximizar una funcién de
bienestar social definida como la suma de las utilidades de los
viajeros.

En este trabajo demostramos que, para una funciéon de
bienestar definida a partir de la suma de las utilidades de los
viajeros (bienestar a la Bergson-Samuelson), incluso un equilibrio
de mercado basado en el primer principio de Wardrop podria
generar un nivel de bienestar social superior al que se obtendria
bajo un criterio de asignacion basado en el segundo principio de
Wardrop. Es decir, minimizar los costos totales de la red podria
llevar a una reduccion en el bienestar social.

La minimizacion de los costos totales de los individuos en el
segundo principio de Wardrop conlleva que ciertos individuos son
asignados a rutas con un alto costo individual (comparado a las

Una Nota sobre la Maximizacion del Bienestar Social en Redes de Transporte
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rutas alternativas para el mismo viaje) debido al bajo costo
marginal que significan para el sistema. Debido a la utilidad
marginal decreciente, estos individuos enfrentan un impacto en su
bienestar mayor por unidad de tiempo que aquellos usuarios que
son asignados a rutas con tiempos de viaje menores. Dado que la
utilidad marginal es parte activa de la asignacion a maximo
bienestar, ¢ésta asignacion reducira la diferencia de costo (y de
bienestar) entre los usuarios perjudicados y beneficiados. Asi, una
asignacion que maximiza el bienestar a la Bergson-Samuelson
debiese ser menos resistida por los usuarios que una asignacion
que minimiza los costos totales del sistema segun el segundo
principio de Wardrop.

Sin embargo, si los individuos presentan funciones de
utilidad lineales, la asignacion basada en el segundo principio de
Wardrop (minimizacién de costos totales) coincide con el
equilibrio que maximiza la funcién de bienestar social,
independiente del tipo de funcion de costo sobre los arcos.

Finalmente, demostramos que si en los arcos de una red
existen funciones de costo lineales que dependen del flujo propio,
y si las rutas alternativas presentan el mismo costo a flujo libre, el
equilibrio de mercado coincide con la asignacion que minimiza el
costo total del sistema. Por lo tanto, en estos casos el mercado
alcanzaria una asignacion Optima de recursos pese a la existencia
de congestion.
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ANEXOS
Ejemplo Analitico para una Red Simple

Para la red de la Figura 1, consideremos una demanda fija
total f.+f,=100 Y las siguientes funciones de costo para cada

arco:

ca(fH):SO-kfa ch(fh):120+5fh (44)

Para estos datos, el equilibrio de mercado (primer principio
de Wardrop) es:

£1=95 fr=5 ¢ (f)=a(f)=145 (45)

El costo total de la red es (f:)'f: +c, (f;)'f: =14.500-

Si  consideramos una funcién de utilidad de la forma

1-6 1-6
_(&) " _(t=¢) " cont =200y 6= 0.7, el valor de la

10 1-6
funcion de bienestar social es U(c; ) f +U(c2 ) fy =1.109,1-

h

Por otra parte, la asignacion a costo total minimo (segundo
principio de Wardrop) es:

£=8917 £ =10,83 ¢,(/)=139.17 ¢, (£ )=17417 (46)

El costo total de lared es (fa)f: +e, (f:)fb =14.295,8>
y el valor de la funcion de  bienestar es
U(c,)-fi+U(cy)- fy =1.115,1-

Por lo tanto, si comparamos el resultado (45) con el resultado
(46) vemos que para este ultimo el costo total se reduce en 204,2
unidades mientras que el bienestar social aumenta en 6 unidades.
En consecuencia, para este ejemplo tenemos que una asignacion a
minimo costo total también aumenta el bienestar social.

Sin embargo, si consideramos ahora que el costo del arco a
es ¢, (fa ) =100+ £, el equilibrio de Mercado seria:

a

=867 f =133 < (f)=c(f)=1867 (47)

El costo total de la red es c, (f:)‘f: +c, (f:)‘f: =18.666,7 Y €l
valor de la  funcion de  bienestar  social es
U(c,)-f;+U(cp)- fi =725

Del mismo modo, la asignacion a costo minimo ahora seria:

fi=85 fy =15 ¢, (f0)=185 ¢ (/f)=195 (48)

El costo total de la red es c, (f:)f: +c, (fb)fb =18.650, Y €l

valor de la funcion de  bienestar social es
U(c)) £, +U(c)- £ =719,5-

Por lo tanto, si comparamos el resultado (47) con el resultado
(48) vemos que para este ultimo el costo total se reduce en 16,7
unidades, pero ahora el bienestar social se reduce en 5,5 unidades.
En consecuencia, para este ejemplo tenemos que una asignacion a
minimo costo total reduce el bienestar social.
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